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Розглянуто задачу побудови ймовірнісного розподілу випадкової величини за відомими числовими
характеристиками. Задача є актуальною при визначенні параметричної надійності технічних систем, коли
за допомогою аналітичних методів визначаються числові характеристики (зокрема, характеристики ско-
шеності та ексцесу) вихідного параметру (змінної стану) і потрібно відновити його розподіл. Це можливо
зробити з використанням чотирипараметричного універсального розподілу, що дозволяє однією аналітич-
ною формою охопити певні (бажано якнайбільші) області значень коефіцієнту скошеності та ексцесу.
Найвідомішим універсальним розподілом є розподіл Грама–Шарльє, який являє деформацію нормального
розподілу, отриману за допомогою розкладання за ортогональними поліномами Чебишова–Ерміта. Проте
в загальному випадку функція розподілу Грама–Шарльє не є монотонно-зростаючою. Для певних комбі-
націй значень коефіцієнтів скошення та ексцесу у кривої густини можуть з’являтися виходи до від’ємних
областей та кілька мод. Отже, пошук інших універсальних розподілів з метою охоплення більших облас-
тей значень коефіцієнтів скошення та ексцесу є актуальним.

Аналізується спосіб побудови універсального імовірнісного розподілу шляхом множення нормаль-
ної густини на пертурбаційний многочлен у вигляді сплайна (названо сплайн-пертурбаційним розподі-
лом). Ідею такого розподілу було запропоновано раніше з метою врахувати відмінний від нуля коефіцієнт
скошення. Сплайн будується на основі інтерполяційних багаточленів Ерміта третього порядку із двома
вузлами, що містить мінімальну кількість параметрів і має властивість локальності. Базовий розподіл
побудовано для сплайна з чотирма вузлами склейки.

Показано розвиток і узагальнення такого сплайн-пертурбаційного розподілу на випадок, коли від-
мінними від нуля є коефіцієнти скошення та ексцесу. Перший варіант представляє композицію двох
сплайнів, що мають чотири і п’ять вузлів відповідно. Перший з них дозволяє врахувати скошення, другий
– ексцес. Отримано інтегральні рівняння для визначення значень у вузлових точках обох сплайнів і побу-
дови розподілу. Другий варіант є більш загальним і використовує лише один Ермітів сплайн з п’ятьма
вузлами. Показано спосіб побудови такого узагальненого сплайн-пертурбаційного розподілу з метою ви-
ключення у густини виходів до від’ємної області та утворення кількох мод. Підгонка (вибір вузлових
точок) передбачає використання методу перебору. Визначено умови відсутності у такого розподілу вихо-
дів до від’ємних областей та утворення кількох мод.

Ключові слова: універсальний чотирипараметричний розподіл, коефіцієнт скошення, коефіцієнт
ексцесу, розподіл Грама–Шарльє, Ермітів сплайн.

This paper considers the problem of probability distribution construction for a random variable from known
numerical characteristics. The problem is of importance in determining the parametric reliability of engineering
systems when the numerical characteristics (in particular, the bias and the kurtosis) of an output parameter (state
variable) are determined by analytical methods and its distribution must be recovered. This may be done using a
four-parameter universal distribution, which allows one to cover certain ranges (preferably, as wide as possible) of
the bias and kurtosis coefficients using a single analytical form. The most familiar universal distribution is Gram–
Charlier’s, which is a deformation of the normal distribution obtained using a Chebyshev–Hermite orthogonal
polynomial expansion. However, in the general case, Gram–Charlier’s distribution function is not a steadily in-
creasing one. For some combinations of the bias and kurtosis coefficients, the density curve may exhibit negative
values and multiple modes. Because of this, a search for other universal distributions to cover wider ranges of the
bias and kurtosis coefficients is of current importance.

The paper analyzes a method of universal probability distribution construction by multiplying the normal
density by a perturbing polynomial in the form of a spline (referred to as the spline-perturbed distribution). The
idea of a distribution of this type was proposed earlier to account for a nonzero bias coefficient. The spline is
constructed based on Hermite’s interpolating polynomials of the third degree with two knots, which have a mini-
mum of parameters and possess a locality property The basic distribution is constructed for a four-knot spline.

The paper further develops and generalizes the spline-perturbed distribution to nonzero bias and kurtosis
coefficients. Two cases are considered. The first case is a composition of two splines that have four and five
knots, respectively. The former and the latter allow one to account for the bias and the kurtosis, respectively.
Integral equations are obtained to find the values at the knots of both splines and construct the distribution. The
second case is more general and uses one five-knot Hermite spline. The paper shows a way to construct a general-
ized spline-perturbed distribution without any negative density values or any multiple modes. The knot points are
chosen using an enumerative technique. Conditions for the absence of negative density values and multiple nodes
are identified.

Keywords: universal four-parameter distribution, bias coefficient, kurtosis coefficient, Gram-Charlier’
distribution, Hermite spline.
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У багатьох практичних задачах дослідники стикаються з необхідністю
побудови ймовірнісного розподілу, що описує випадкову величину лише за
відомими числовими характеристиками. Така задача, наприклад, є характер-
ною при визначенні параметричної надійності за методом функцій працезда-
тності [7]. У відповідності до нього нормальне функціонування технічної си-
стеми (розглянемо одновимірний випадок, до якого може бути зведено біль-
шість практичних задач) може бути описано нерівністю

  0,...,, 21  nXXXZ  ,

що відображає відсутність відмови (наприклад, відсутність втрати міцності
або стійкості конструкції, герметичності, тощо), де )( – формалізована
умова відсутності відмови; Z – вихідний параметр (змінна стану); X1, X2,…, Xn

– вектор первинних (вхідних) параметрів. Як імовірність безвідмовної роботи
використовують ймовірність виконання нерівності

  0,...,,Pr 21  nXXXZP  ,

яка визначається таким чином

  



0

,)(0Pr dzzgZP

де g(z) – густина розподілу змінної стану Z, яку потрібно відновити.
Отже маємо задачу побудови густини g(z), що описує функцію кількох

випадкових величин. Отримати розподіл такої функції, виходячи із класич-
них інтегральних перетворень (за винятком відносно простих ()) досить
складно, а інколи і не можливо. Проте за допомогою відомих процедур, в ос-
нові яких розкладання в ряд Тейлора [1, 7, 10], можна визначити числові ха-
рактеристики досліджуваної функції випадкових величин. В цьому випадку
єдиною інформацією щодо вихідного параметра (змінної стану) є числові ха-
рактеристики, за якими потрібно відновити розподіл.

Треба зауважити, що у класичній задачі підгонки розподілу за статисти-
чними даними розповсюдженим є прийом, коли дослідник визначає оцінки
числових характеристик і, виходячи з отриманих значень, обирає та будує
необхідну функцію густини. Це підгонка статистичних даних розподілом за
методом моментів.

Досить часто, вирішуючи практичні задачі відновлення розподілу за чис-
ловими характеристиками, дослідники не здійснюють підбір необхідної фун-
кції густини, а використовують певні універсальні форми. Такий підхід до-
зволяє забезпечити високий ступінь узагальнення розрахункових алгоритмів.
Наприклад, розповсюдженим є використання нормального розподілу, при
цьому апріорно припускається, що досліджувана випадкова величина має
нормальні властивості у відповідності до центральної граничної теореми. В
цьому випадку математичне сподівання та дисперсію вихідного параметра Z
визначають за методом лінеаризації [1].

Проте у більшості випадків потрібно враховувати відмінні від нуля кое-
фіцієнти скошення та ексцесу, адже як з’ясували автори на прикладі ракетно-
космічних систем, багатьом параметрам і характеристикам технічних систем
притаманні відмінні від нормального випадку властивості. У такій ситуації
доцільним слід вважати використання для апроксимації випадкових величин
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класу чотирипараметричних розподілів, тобто універсальних одновимірних
розподілів, які охоплюють досить широку область можливих значень коефі-
цієнтів скошення та ексцесу (в ідеалі всю область), зберігаючи при цьому
сталість математичної форми кривої. Насамперед до таких універсальних
відносять розподіл Грама–Шарльє (представляє розкладання невідомої гус-
тини за ортогональними поліномами Чебишова–Ерміта), що для нормованої
випадкової величини має вигляд [4, 5]

)()36(
!4

)3(
!3

1)( 24231 xNxxxxxfHC






 

 , (1)

де N(x) – функція густини стандартного нормального розподілу; 1, 2 – кое-
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Розподіл Грама–Шарльє будується безпосередньо за відомими числови-
ми характеристиками випадкової величини, і його вважають фактично класи-
чним на рівні із нормальним. До таких універсальних чотирипараметричних
розподілів також належать розподіл Якобі [2] та узагальнений лямбда-
розподіл [12]. Проте вони є більш складними у використанні.

У всіх згаданих універсальних розподілів є певні обмеження, що змен-
шують можливості їх використання на практиці. Насамперед це виходи кри-
вої густини до від’ємних областей (називатимемо такі виходи «від’ємними
хвостами») та утворення кількох мод. Останнє теж не є бажаним, адже, як
показали дослідження авторів, більшості реальних параметрів технічних сис-
тем характерні розподіли, що мають одну моду (унімодальні).

Отже, пошук універсальних (чотирипараметричних) імовірнісних розпо-
ділів, які, насамперед, можуть скласти альтернативу розподілу Грама–
Шарльє, є досить актуальною задачею.

У багатьох випадках для отримання універсальних розподілів розгляда-
ють певні деформації нормальної густини. Наприклад, з цією метою викори-
стовується множення останньої на деяку підходящу функцію. Зокрема, таким
чином будується так званий скошений нормальний розподіл (skew-normal
distribution) [11, 13]. Він являє собою узагальнення нормального розподілу,
який дозволяє врахувати скошеність, та визначається таким чином

)()(2)( xxNxfSN  ,

де Ф(x) – функція Лапласа;  – параметр, який визначає скошеність.
Розподіл Грама–Шарльє (1) також може розглядатися як певна деформа-

ція нормального закону, в якому нормальна густина помножена на деякий
багаточлен.

У роботі [8] для опису випадкових величин з відмінними від нуля зна-
ченнями коефіцієнта асиметрії (за нульового ексцесу) авторами було запро-
поновано розподіл, який являє собою добуток нормальної густини та пертур-
баційної функції у вигляді сплайна. На жаль, такий спосіб побудови розподі-
лів не отримав подальшого розвитку, хоча він надає певні можливості для
отримання універсальних розподілів й у загальному випадку, коли відмінни-
ми від нуля є коефіцієнти скошення та ексцесу. У зв'язку з цим, насамперед,
дамо стислий огляд отриманого в [8] розподілу та запропонуємо його розви-
ток та узагальнення. Наближення функції густини розподілу нормованої ви-
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падкової величини X з ненульовою асиметрією в зазначеній роботі було за-
пропоновано розшукувати серед функцій виду

  )()(1)( 1 xNxSxfS  , (2)

де S(x) – деякий сплайн.
Розподіли отримані таким способом називатимемо сплайн-пертурбацій-

ними розподілами (СПР), на відміну від традиційного сплайн-розподілу, який
являє собою «склейку» кількох густин (дивись, наприклад [3, 6]).

Сплайн S(x), що використовується у (2), визначається для точок xi

( 4,1i ) таких, що x1 < x2 < x3 < x4 і x1 = –x4; x2 = –x3. Крім того, він має задо-
вольняти наступним вимогам:

 S(x) = S(x1) для x < x1 і S(x) = S(x4) для x > x4;
 на кожному інтервалі [xi-1, xi] (i = 2, 3, 4) S(x) є кубічна парабола;
 S(x) є функція, що безперервно диференціюється на всій осі, до

того ж 0)(  ixS .
Вказаним вимогам на відрізку [x1, x4] задовольняє Ермітів сплайн, який

на кожному відрізку [xi-1, xi] являє інтерполяційний багаточлен Ерміта тре-
тього порядку із двома вузлами. Загальний вираз для інтерполяційного бага-
точлена Ерміта непарного степеня має вигляд [9]
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де )(12 
p
qP – значення похідної порядку p у відповідному вузлі.

Перевага Ермітового сплайна полягає в тому, що для своєї побудови він
вимагає мінімальної кількості параметрів і має властивість локальності, адже
його поведінка та побудова на будь-якому з інтервалів [xi-1, xi] не залежить
від поведінки та побудови на інших відрізках.

Відповідно до висунутих вимог на кожному з інтервалів [xi-1, xi]
(i = 2, 3, 4) сплайн S(x) матиме вигляд
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де 23 32)( xxxP  ; S(xi-1), S(xi) – значення сплайна у вузлах xi-1 і xi відповідно.
Звідси, зокрема, випливає, що сплайн S(x) однозначно визначається зна-

ченнями у вузлах склейки. На рис. 1 показано графік функції S(x). Для порів-
няння пунктиром показано графік полінома Ерміта H3(x), який на відміну від
(3) у разі x  прагне до нескінченності.
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На функцію густини (2) треба накласти такі умови у вигляді інтеграль-
них рівнянь

kS
k dxxfx 





)( для 3,0k , (4)

де 0 = 1; 1 = 0; 2 = 1; 3 = 1.
Виходячи із (4), випливає, що сплайн S(x) у виразі густини (2) повинен

задовольняти таким співвідношенням:






 0)()( dxxSxNxi (i = 0, 1, 2);                              (5)






1)()(3 dxxSxNx .                                                (6)

Сукупність співвідношень (5), (6), в яких позначимо S(xi) = ai ( 4,1i ), є
системою лінійних відносно ai рівнянь, яка має єдиний розв'язок. Зі співвід-
ношення S(–x) = –S(x) випливає, що сплайн S(x) є непарним, тобто a1 = –a4,
a2 = –a3. Тоді

0)()(2 




dxxSxNx i ,

і відповідно рівняння (5) для i = 0, 2 задовольняються тотожно. Крім того,
fS(x) має нормальний ексцес.

Таким чином, задача зводиться до пошуку непарного сплайна S(x), для
якого виконуються умови (5) для i = 1 і (6). Для них з урахуванням симетрич-
ності підінтегральних функцій маємо

Рис. 1 – Сплайн S(x)
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де 34 xx  .
Останній вираз визначає систему рівнянь, за допомогою якої визнача-

ються значення сплайна a3, a4 у вузлах. Розв’язання системи отримуємо у те-
рмінах функцій
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яка визначається за допомогою такої рекурентної формули

)()(),()1(),( 11
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kk


   , k=2,3, …

Ця рекурентна формула випливає з інтегралу





t

k
k dxxNxt )()( ,

для якого )()(0 tt  , )()(1 tNt  і )()1(+)()( 2
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k   у випа-

дку k = 2, 3,...
Авторами [8] доведено низку теорем, що визначають застосовність побу-

дованого СПР. Так, якщо S(x) – Ермітів сплайн, тоді з його властивостей ви-
пливає, що

)(max)(max
41

i
ix

xSxS


 . (7)

Оскільки S(x) непарна функція, то для всіх x у разі виконання умови

 21
1 ,max

1
aa

 (8)

справедливою є нерівність 0)(1 1  xS . Відповідно, для значень 1, що за-
довольняють нерівності (8), функція fS(x) всюди додатна.

Область значень 1, для яких fS(x) унімодальна, визначається виходячи із
умови, що рівняння 0)(  xfS повинно мати один корінь.

Варіюючи положенням вузлів сплайна S(x), можна домогтися, щоб об-
ласть значень 1, для яких fS(x) додатна та унімодальна, була найбільшою.
Наприклад, було визначено, що у випадку x1 = –x4 = –2,5, x2 = –x3 = –0,75 об-
ласть використання розподілу (2) максимальна і становить для 1 [0; 0,65].
При цьому –a1 = a4= 1,44740; –a2 = a3 = –0,66285.

Тепер побудуємо сплайн-пертурбаційний розподіл для загального випад-
ку, коли відмінними від нуля є коефіцієнти скошення та ексцесу. Для цього
при побудові розподілу разом із S(x) необхідно використати сплайн S4(x), ви-
значений для п’яти вузлів (рис. 2), таких що x1 < x2 < x3 < x4 < x5 і x1 = –x5;
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x3 = 0; x2 = –x4. При цьому вищезазначені властивості для такого Ермітового
сплайна зберігаються (вочевидь з урахуванням п’яти вузлів, а також
S4(x) = S4(x1) для x < x1 і S4(x) = S4(x5) для x > x5). Густину розподілу нормова-
ної випадкової величини тепер запишемо у вигляді

  )()()(1)( 421 xNxSxSxfS   . (9)

Неважко помітити, що (2) є окремим випадком (9) у разі 2 = 0.
Розподіл (9) має задовольняти таким інтегральним співвідношенням

 




 0)()()( 421 dxxNxSxSxi  для 2,0i ;

 




 1421
3 )()()(  dxxNxSxSx ;

 




 2421
4 )()()(  dxxNxSxSx .

Враховуючи те, що кожен з цих інтегралів може бути поданий у вигляді
суми двох інтегралів, зрозуміло, що задача побудови fS(x) у формі (9) поділя-
ється на дві окремі задачі: побудови сплайнів S(x) та S4(x). При цьому для по-
будови S(x) використовуються вже отримані раніше співвідношення. Для по-
будови S4(x) і відповідно розподілу (9) необхідно виконання таких інтеграль-
них співвідношень






 0)()(4 dxxNxSxi для 3,0i ,






1)()(4
4 dxxNxSx .

Сплайн S4(x) є парним S(–x) = S(x), відповідно a1 = a5, a2 = a4, а отже ін-
тегральні співвідношення для i = 1, 3 виконуються автоматично. Інші спів-
відношення використовуємо для побудови системи рівнянь, за допомогою

3 2 1 0 1 2 3

0

4

4

S 4 z( )

H 4 z( )

33 z
Рис. 2 – Сплайн S4(x)

x

S4(x)
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яких визначаються a3, a4, a5. Система рівнянь з урахуванням симетричності
підінтегральних функцій набуває вигляду
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Розв’язавши систему (10), отримуємо значення сплайна у вузлах a3, a4, a5.
При побудові розподілу (9) ми стикаємося із тією ж проблемою

«від’ємних хвостів» і полімодальності. Для її розв'язку необхідно спільне ва-
ріювання положенням вузлів обох сплайнів S(x) і S4(x). Подібна задача є
більш складною у порівнянні з пошуком вузлів лише одного сплайна S(x).
Так, наприклад, задачу спільного варіювання вузлів S(x) і S4(x) було розв'яза-
но для таких числових характеристик 1 = 0,5, 2 = –0,2, при цьому викорис-
товувалися вже визначені вузли для сплайна S(x). Вузлові точки сплайна
S4(x), які забезпечили відсутність «від’ємних хвостів» і полімодальності роз-
поділу (9), дорівнюють

x1 = –4,0, x2 = -2,0, x3 = 0; x4 = 2,0; x5 = 4,0

і для них шляхом розв’язання системи (10) значення сплайна у вузлових точках

a1 = 3,84182; a2 = –0,31079; a3 = 0,13801; a4 = –0,31079; a5 = 3,84182.

Найбільш загальним варіантом одновимірного сплайн-пертурбаційного
розподілу є така форма

  )()(1)( )5(3 xNxSxfS  , (11)

де S3(5)(x) – Ермітів сплайн третього порядку, визначений для п'яти вузлів xi

 5,1i .
Для того, щоб моменти розподілу (11) відповідно дорівнювали 0 = 1;

1 = 0; 2 = 1; 3 = 1; 4 = 2+3 на сплайн S3(5)(x) необхідно накласти такі
умови, виражені у вигляді інтегральних рівнянь
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Якщо задатися значеннями вузлів xi, зрозуміло, що як і у попередніх ви-
падках побудова сплайна S3(5)(x) полягає у відшуканні його значень у вузло-
вих точках аi = S3(5)(xi)  5,1i . Останні можуть бути знайдено шляхом розв'-
язку системи лінійних рівнянь, що випливають із (12)
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де коефіцієнти при невідомих )(i
jJ визначаються таким чином:
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Отже, розв’язуючи систему (13) відносно ai ( 5,1i ), ми тим самим од-
нозначно визначаємо сплайн S3(5)(x) та на його основі розподіл (11).

Вузлові точки xi при побудові СПР (11) можуть бути обрані довільно, ви-
ходячи з міркувань відсутності у нього «від’ємних хвостів» і полімодальнос-
ті. При цьому не обов'язково задаватися обмеженнями типу x1 = –x5, x2 = –x4,
які дозволяють зменшити розмірність розв'язуваної задачі.

Враховуючи властивість Ермітового сплайна (7), можна запропонувати
просте правило для забезпечення відсутності у розподілу (11) «від’ємних
хвостів». Для цього достатньо одночасного виконання нерівностей

1)()5(3  ii xSa для 5,1i .

Пошук функції густини, що має одну моду, на практиці може виконува-
тися таким чином, виходячи із загального співвідношення 0)(  xfS . Для
цього необхідно, щоб на інтервалах (xi-1, xi) (i = 2, 3, 4) рівняння

0))(1()( )5(3)5(3  xSxxS

у сумі мало лише один дійсний корінь. Неважко зрозуміти, що на кожному із
зазначених інтервалів функція ))(1()( )5(3)5(3 xSxxS  являтиме поліном чет-
вертого степіня.

Проте, навіть незважаючи на зазначені рекомендації, визначення вузло-
вих точок S3(5)(x) все одно являє досить складну задачу перебору, оскільки
потрібно варіювати відразу п'ятьма параметрами. Очевидно, задачу вибору
вузлових точок сплайна доведеться розв'язувати для кожної конкретної пари
значень 1 і 2. Як приклад, для числових характеристик 1 = 0,7 і 2 = 0,5
(значення не дозволяють використати розподіл Грама–Шарльє) шляхом пе-
ребору було знайдено такі значення вузлових точок сплайна S3(5)(x):

x1 = –4,0; x2 = –2,7; x3 = –0,5; x4 = 1,0; x5 = 3,7;

і шляхом розв'язку системи (13) значення сплайна у цих вузлових точках:

a1 = –0,73484; a2 = –0,81211; a3 = 0,34438; a4 = –0,45903; a5 = 2,75024.

Вигляд сплайна S3(5)(x) і отриманої функції густини розподілу (11) для
розглянутого прикладу показано на рис. 3 і рис. 4.
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Рис. 3 – Сплайн S3(5)(x)

Рис. 4 – Функція густини СПР (11)

На завершення надамо вираз для функції розподілу (11)
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Таким чином, якщо в процесі побудови розподілу випадкової величини
дослідник, виходячи із значень коефіцієнтів скошення та ексцесу, не має мо-
жливості використовувати розподіл Грама–Шарльє, може бути розглянуто
можливість застосування сплайн-петрубаційного розподілу (9) або (11).
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