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При розв’язанні задач параметричної надійності достатньо часто виникає потреба у побудові за ста-
тистичними даними розподілів з метою визначення імовірності перебування в області працездатності.
Розглянуто задачу підгонки двовимірних статистичних сукупностей. Використання двовимірного норма-
льного розподілу для опису статистичних даних не завжди є виправданим, адже статистичні сукупності
досить часто (на рівні маргінальних складових і стохастичної залежності між ними) мають властивості
відмінні від нормального випадку. Виходячи з практичних міркувань, дослідникам бажано для опису
двовимірних статистичних сукупностей використовувати універсальні розподіли, які однією аналітичною
формою дозволяють охопити широкий діапазон вихідних даних. Також в процесі підгонки треба врахову-
вати обмежені області зміни випадкових величин.

Розглянуто два способи побудови універсальних розподілів, що мають у своїй основі розклади за
одновимірними ортогональними поліномами Якобі. Область варіювання випадкових величин в таких
розподілах має вигляд прямокутника. Згідно першого способу, двовимірний розподіл будується з викори-
станням безпосереднього розкладання за одновимірними поліномами Якобі. Отримано функцію двовимі-
рного розподілу Якобі, лінії регресії та розглянуто способи його підгонки. Теоретично, отриманий таким
способом розподіл може бути використано для різних відмінних від нормального випадку маргінальних і
парних приведених моментів до четвертого порядку включно. Проте його реальні можливості обмежено
значеннями приведених моментів (одновимірних і парних), що дуже мало відхиляються від нормального
випадку. В іншому випадку можливі виходи поверхні розподілу у від’ємні області і утворення кількох мод.

Другий спосіб використовує для побудови двовимірного розподілу нормальну зв’язку і одновимірні
розподіли Якобі в якості складових. Отриманий двовимірний розподіл дає змогу працювати з відмінними
від нормального одновимірними розподілами і лінійною кореляцією. Такий підхід є виправданим, адже за
проведеними дослідженнями значна частина двовимірних статистичних сукупностей по’вязана саме лі-
нійною стохастичною залежністю і при цьому маргінальні розподіли відхиляються від нормального випа-
дку. Отримано лінії регресії такого розподілу і показано, що вони за рахунок відміни маргінальних розпо-
ділів від нормального мають викривлення. Розглянуто практичний приклад підгонки двовимірної сукуп-
ності характеристик рідинного ракетного двигуна, в якій окремі складові пов’язані лінійною стохастич-
ною залежністю (параметри, що характеризують нелінійну стохастичну залежність, виявилися незначу-
щими) і мають відмінні від нормального одновимірні розподіли. Отримано досить непогане співпадіння
вирівнювальних і спостережуваних частот. Зазначено, що розподіл на базі нормальної зв’язки є більш
універсальним і його рекомендовано для проведення практичних розрахунків.

Ключові слова: двовимірний розподіл, ортогональні поліноми Якобі, розподіл Якобі, нормальна
зв’язка, статистична сукупність, підгонка.

When solving parametric reliability problems, one often has to construct distributions of statistical data to
find the probability of containment in the operability region. This paper considers the problem of 2D statistical
ensemble fitting. The use of a 2D normal distribution in statistical data description is not always justified because
statistical ensembles rather frequently (at the level of marginal components and a stochastic relationship between
them) have properties different from the normal case. From a practical standpoint, it is desirable for researchers to
describe 2D statistical ensembles with the use of universal distributions, which allow one to cover a wide range of
source data using a single analytical form. In the process of fitting, account should be made of bounded ranges of
random variables.

The paper considers who universal distribution construction methods, which are based on 1D orthogonal
Jacobi polynomial expansions. In these distributions, the random variable range is a rectangle. In the first method,
a 2D distribution is constructed using a direct expansion in the 1D Jacobi polynomials. A 2D Jacobi distribution
function and regression lines are obtained, and methods to fit it are considered. In theory, a distribution obtained
in this way can be used, up to the fourth order inclusive, for marginal and even reduced moments different from
the normal case. However, its real capabilities are limited to values of reduced moments (1D and even) that differ
from the normal case only very slightly. Otherwise, the probability surface may enter negative ranges with the
occurrence of multiple modes.

The second way to construct a 2D distribution is to use a normal copula and 1D Jacobi distributions as
components. The resulting 2D distribution allows one to deal with 1D distributions different from the normal case
and linear correlation. This approach is justified because, according to research data, it is a linear stochastic rela-
tionship that relates a significant part of 2D statistical ensembles, and marginal distributions deviate from the
normal case. Regression lines of a distribution of this kind are obtained, and it is shown that they are curved be-
cause marginal distributions differ from the normal one. The paper considers the practical example of fitting a 2D
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ensemble of characteristics of a liquid-propellant rocket engine some components of which are related via a linear
stochastic relationship  (the parameters that characterize a nonlinear stochastic relationship proved to be insignifi-
cant) and have 1D distributions different from the normal one. The fitted and observed frequencies are in rather
good agreement. It is shown that a distribution based on a normal copula is more universal, and it is recommend-
ed for practical calculations.

Keywords: 2D distribution, orthogonal Jacobi polynomials, Jacobi distribution, normal copula, fitting.

В задачах оцінювання параметричної надійності достатньо часто виникає
потреба у побудові за статистичними даними розподілу, що описує поведінку
параметрів (характеристик) технічних систем, з подальшим визначенням імо-
вірності перебування цих параметрів в певній області (області працездатнос-
ті). Зазвичай це одновимірні та двовимірні статистичні сукупності. І навіть у
разі багатовимірної статистичної сукупності отримання імовірності перебу-
вання вектора параметрів у допустимій області за певних умов може бути
зведено (використовується формула перетину подій, дивись, наприклад, [1])
до обробки сукупності одновимірних і двовимірних вибірок.

Опис двовимірних статистичних сукупностей з використанням двовимі-
рних розподілів є важливою і водночас набагато складнішою у порівнянні з
одновимірним випадком задачею. Підгонка двовимірного розподілу крім ста-
тистичної обробки одновимірних даних вимагає проведення аналізу сумісної
поведінки випадкових величин (ВВ), а саме визначення сумісних моментів,
дослідження та врахування стохастичної залежності між ВВ (у першу чергу,
дослідження ліній регресії).

Досить часто для опису двовимірних статистичних сукупностей дослід-
ники використовують двовимірний нормальний розподіл, який будується ви-
ходячи із вибіркових середніх і дисперсій маргінальних складових, а також
коефіцієнта лінійної кореляції між ними. Останній, як відомо, повною мірою
характеризує лінійну стохастичну залежність між ВВ. Тобто залежність між
ВВ апріорі вважається лінійною (лінії регресії – прямі). В багатьох випадках
такий підхід є виправданим, адже статистичні сукупності дійсно виявляють
властивості, що близькі до нормального розподілу. Іще однією суттєвою пе-
ревагою двовимірного нормального розподілу є те, що він добре вивчений і
його використання не викликає труднощів. Проте, достатньо часто двовимір-
ні статистичні сукупності мають відмінні від нормального властивості, як на
рівні маргінальних складових, так і стохастичної залежності між ВВ. Авто-
рами це виявлено для ракетно-космічних систем за результатами обробки
багаточисленних статистичних даних [7]. Отже виникає потреба у пошуку
для опису таких статистичних сукупностей інших двовимірних розподілів.

На даний час відома велика кількість двовимірних розподілів, проте їх
вибір для конкретного випадку є складною задачею. В цьому сенсі заслуго-
вує на увагу використання двовимірних систем Пірсона і Джонсона, які є уза-
гальненням таких систем для випадку двох ВВ [10]. Проте вибрати ту чи ін-
шу форму із зазначених систем набагато важче на відміну від одновимірного
випадку, крім цього набагато складнішим є і сам процес підгонки.

Багатьох дослідників-практиків приваблює ідея універсалізму. Її сутність
полягає у тому, щоб знайти такий двовимірний розподіл, який дозволить
єдиною аналітичною формою вирішувати задачу підгонки в широкому діапа-
зоні можливих вихідних даних. Наприклад, двовимірний нормальний розпо-
діл можна вважати першим таким універсальним двовимірним розподілом.

Потужним способом побудови універсальних розподілів є використання
розкладань за ортогональними поліномами. Перевагою таких розподілів є
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використання при їхній побудові числових характеристик маргінальних ВВ і
приведених змішаних моментів, що безпосередньо визначаються за вибірко-
вими даними. Найбільш відомими серед розподілів, отриманих таким шля-
хом, є розподіли, в основі яких ортогональні поліноми Чебишева–Ерміта.
Вони розглядаються як узагальнення нормального розподілу. Найбільш вжи-
ваним у практичних розрахунках є одновимірний розподіл Грама–Шарльє,
який може бути знайдено фактично в любій книзі з теорії ймовірностей (ди-
вись, наприклад, [4, 5]). Багатовимірний аналог розподілу Грама–Шарльє,
враховуючи його складність, зустрічається набагато рідше. Матеріали щодо
нього можна знайти наприклад в [10]. Підгонку двовимірної статистичної
сукупності, що має незначні відхилення від нормального випадку, двовимір-
ним розподілом Грама–Шарльє показано у книзі [6]. Суттєвим недоліком
двовимірного розподілу Грама–Шарльє (власне  і одновимірного, і багатови-
мірного) є те, що поверхня розподілу схильна до виходу у від’ємні області та
утворення кількох мод. Треба зауважити, що ця особливість притаманна всім
розподілам, що отримано на базі розкладань за ортогональними поліномами.
Як показують розрахунки, можливості використання двовимірного розподілу
Грама–Шарльє обмежено випадками, що наближені до нормального, це зок-
рема зазначено у [6].

Ще один фактор, який бажано враховувати в процесі підгонки, це обме-
жені області варіювання ВВ. У [4] наголошується на необхідності проводити
підгонку статистичних сукупностей розподілами виключно в інтервалах іс-
нування ВВ, адже аналіз процесів будь-якої фізичної природи показує, що
області зміни характеристик цих процесів зазвичай обмежені деякими межа-
ми. Нормальний розподіл та розподіл Грама–Шарльє мають нескінченні ін-
тервали варіювання ВВ. Серед відомих двовимірних обмежених імовірнісних
розподілів лише розподіли систем Пірсона (розподіл Диріхле) і Джонсона Sb

мають певну гнучкість і можуть бути використані в практичних задачах. Роз-
поділ Диріхле знайшов широке застосування в теорії статистики. До недолі-
ків цього розподілу слід віднести трикутну область варіювання, і те, що лінії
регресії є прямі. Двовимірний розподіл Джонсона Sb порівняно рідко зустрі-
чається при вирішенні практичних задач. Причиною цього є його значна
складність. Ще одним фактором, який не дозволяє широко використовувати
зазначені розподіли на практиці, є те, що як і в одновимірному випадку, їх
застосування можливе лише для певних значень спільних та маргінальних
числових характеристик.

Для опису одновимірних статистичних сукупностей у [2] було запропо-
новано використовувати одновимірний розподіл Якобі, який являє собою
відрізок розкладання невідомої функції густини в ряд за ортогональними по-
ліномами Якобі. Такий розподіл виявив низку переваг. По-перше, розподіл
Якобі має значну гнучкість, адже в процесі підгонки статистичної сукупності
є змога варіювати одразу чотирма параметрами. Як наслідок, він може засто-
совуватися у досить широкому діапазоні значень коефіцієнтів зкошеності і
гостровершинності. По-друге, область варіювання випадкової величини для
цього розподілу обмежена в загальному випадку відрізком [a, b] (а,
b). Слід очікувати, що двомірний розподіл, в основі якого буде розкла-
дання за ортогональними одновимірними поліномами Якобі, дозволить
отримати двовимірний розподіл із бажаними властивостями. А саме, такий
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розподіл буде достатньо гнучким, а його область варіювання являтиме собою
прямокутник.

Дамо стислу характеристику одновимірному розподілу Якобі.

Одновимірний розподіл Якобі. У загальному вигляді розподіл Якобі як
відрізок розкладання за ортогональними поліномами Якобі може бути запи-
сано таким чином:
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Вагова функція одновимірних ортогональних поліномів Якобі на інтер-
валі [a, b] має вигляд
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Поліноми ),,,;( baxPk  запишемо у наступному вигляді [2], який буде
використано нами у подальшому
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У останньому виразі коефіцієнт )(i
kb являє собою аналогічний коефіцієнт

при змінній у степені i для ортогонального полінома Якобі )1,1,,;( xPk ,
який визначено на відрізку [-1, 1]. Такі поліноми Якобі в теорії наближення
функцій вивчені найкраще і вирази для них можуть бути знайдено, напри-
клад у [2, 8].
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де i – початкові моменти випадкової величини (для побудови розподілу ви-
користовуються їхні оцінки).

Вираз для густини розподілу Якобі також можна записати у вигляді
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Функція розподілу Якобі визначається шляхом інтегрування (1) і для неї
маємо
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Область використання розподілу Якобі (область відсутності «від’ємних
хвостів» та полімодальності у кривої густини) для нормованої випадкової
величини (m = 0,  = 1) було отримано в [2] і її показано на рис. 1. Для порів-
няння на рис. 1 також показано область використання розподілу Грама–
Шарльє (пунктирна лінія).

1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.50

0.3

0.6

0.9

1.21.2

0

 1

00 1

2.40.96  2 00 2

Рис. 1 – Область використання розподілу Якобі

Двовимірний розподіл, який побудовано з використанням одновимі-
рних ортогональних поліномів Якобі. Розглянемо двовимірний розподіл,
який безпосередньо будується з використанням одновимірних ортогональних
поліномів Якобі. У загальному випадку функція густини такого розподілу
може бути записана наступним чином
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де  iik xP

i
; – одновимірні ортогональні поліноми Якобі порядку ki із ваго-

вою функцією  iii xh ; ;  iiiii ba ,,,   – вектор параметрів вагової функ-
ції;

21kkc – коефіцієнт розкладання, що визначається з умови ортогональності
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Зробимо певні перетворення в (5) і для цього представимо ортогональні
поліноми для кожної змінної у такому вигляді (дивись (2))
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Тепер запишемо добуток поліномів у (5) подвійною сумою
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і далі зберемо члени, які містять добутки змінних x1 і x2 з однаковими степе-
нями. Для більш наочного представлення цього процесу на рис. 2 наведено
матрицю добутків ортогональних поліномів у виразі густини (5).

Рис. 2 – Матриця добутків поліномів у виразі густини (5)

З її допомогою легко зрозуміти, що, наприклад, елементи, які містять до-
буток 0

2
0
1 xx , з’являтимуться у добутках усіх ортогональних поліномів матри-

ці; елементи, які містять 1
2

1
1xx , присутні у добутках, починаючи з

)()( 211111 xPxPc , і далі в добутках, що містяться в обведеному трикутнику –
вздовж діагоналі і нижче від неї (дивись рис. 2). У підсумку, подвійну суму
розподілу (5) можемо представити таким чином:
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Виходячи з цього, функцію густини двовимірного розподілу Якобі може
бути записано у такому вигляді
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Коефіцієнти розкладання
21kkс , що визначаються згідно (6), з урахуван-

ням (7) розраховуватимуться в такий спосіб
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, (8)

де 0  k1 + k2  4;
21 ,ll – початковий сумісний момент порядку l1, l2.

Отримаємо вираз для лінії регресії побудованого двовимірного розподілу
Якобі. Так, для m2(x1) маємо
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.

Інтеграл в числівнику, виходячи із умови ортогональності, буде дорівню-
вати нулю, якщо k2  1. У підсумку записуємо
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(a1  x1  b1).

Аналіз виразу для m2(x1) показує, що лінія регресії являє собою дробово-
раціональну функцію. Вираз для другої лінії регресії m1(x2) має аналогічний
вигляд.

Перевагою розподілу (7), насамперед, є простота отримання функції роз-
поділу. Вираз для неї, шляхом інтегрування (5), отримуємо
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),,1,1;(),,1,1;( 222222222212
bathbatPk    ,

де
ii

ii
i ab

att



 (i = 1, 2).

Незважаючи на певну громіздкість виразу функції розподілу JAI(t1,t2),
проведення розрахунків з її допомогою не викликає значних складнощів.

В якості прикладу на рис. 3 показано поверхню розподілу Якобі для та-
ких числових характеристик: m1 = m2 = 0, 1 = 2 = 1, 11 = 0.2,

1 21 1 0 1.    ,

1 22 2 0 2.    , 12 = 21 = 0.1, 13 = 31 = 0.7, 22 = 1.1. При її побудові мето-
дом формального пошуку було визначено граничні точки для кожної випад-
кової величини [-4.0, 4.8] і значення параметрів 1 = 1 =9.2, 2 = 2 = 9.2. На
рис. 4 показано лінії регресії (разом з ними, для порівняння, показано прямі).

Окремою задачею є визначення параметрів двовимірного розподілу (7).
В процесі пошуку невідомих параметрів  iiiii ba ,,,   (i = 1, 2) необхідно
мінімізувати двовимірну цільову функцію, яка являє собою відхилення пове-
рхні розподілу від двовимірної гістограми (за аналогією з одновимірним ви-
падком [2]). В цьому випадку потребує визначення вісім невідомих парамет-
рів розподілу (7). Для зменшення кількості шуканих параметрів доцільно
прийняти у вагових функціях по кожній з ВВ i = i (i = 1, 2). Крім цього, кі-
лькість параметрів оптимізації може бути зменшено ще за рахунок окремого
вибору граничних точок ВВ ai, bi.

Як і у одновимірному випадку, вибрані значення параметрів вагових фу-
нкцій в (7) мають забезпечити відсутність виходу поверхні розподілу у
від’ємну область і утворення кількох мод (полімодальності). Але тут ми на-
штовхуємося на певні труднощі, адже досить простих процедур на відміну
від одновимірного випадку, які б дозволили визначати вихід поверхні розпо-
ділу у від’ємну область та існування у поверхні розподілу кількох мод (екст-
ремумів), не існує. Для цього або необхідно розбивати область існування ро-
зподілу на інтервали певної величини і визначати значення поверхні у вузло-
вих точках (на межах інтервалів), ризикуючи отримати вихід у від’ємну об-
ласть між цими точками, або розглядати кілька перетинів по одній і другій
випадковій величині та існуючими аналітичними методами визначати кіль-
кість перетинів з площиною X1OX2, а також утворення кількох мод. Це знач-
но ускладнює процес підгонки і робить його досить громіздким.
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Рис. 4 – Лінії регресії двовимірно-
го розподілу Якобі
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Рис. 3 – Поверхня розподілу Якобі
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Використовуючи обидва ці методи було визначено, що незважаючи на
можливість варіювання одразу вісьмома параметрами, можливості розподілу
(7) обмежені значеннями маргінальних та спільних числових характеристик
близькими до нормального випадку. В інших випадках проблематично знай-
ти значення параметрів, які забезпечать відсутність виходу поверхні в нега-
тивні області та утворення кількох мод.

Нормальна зв’язка на базі одновимірних розподілів Якобі. Потужним
способом побудови двовимірних розподілів є використання зв'язок. Їх голов-
на перевага полягає у тому, що вони дозволяють побудувати двовимірну фу-
нкцію розподілу, використовуючи одновимірні розподіли ВВ. Загальний ви-
гляд зв’язки

F1,2(x1, x2) = C(F1(x1), F2(x2)),

де функція C(u, v) (0  u, v  1) – зв’язка; F1(x1) і F2(x2) – маргінальні функції
розподілу ВВ X1 і X2. Розглянемо нормальну зв’язку, яка, на відміну від інших
відомих зв’язок, дозволяє охопити як від’ємні, так і додатні значення лінійної
кореляції, теоретично враховуючи граничні випадки, коли коефіцієнт лінійної
кореляції близький до 1. Вона визначається наступним чином [11]
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де Ф(-)() – функція зворотна до функції Лапласа; Y1, Y2 – нормальні випадкові
величини;  – параметр, що характеризує лінійний зв’язок між Y1 і Y2; u1, u2 –
змінні, що є функціями розподілу ВВ X1 і X2 ( )( iii xFu  для i = 1, 2). Отже спі-
льна функція розподілу нормальної зв’язки для ВВ Х1 і X2 визначається так

 ));(()),((),( 22
)(

11
)(

212,1 xFxFxxF   , (9)

де Ф(,;) – функція двовимірного нормального розподілу; а густина розпо-
ділу, що відповідає (9), має вигляд
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де N(,;), N() – функції густини двовимірного і одновимірного нормально-
го розподілів; f1(x1), f2(x2) – густини розподілу ВВ X1 і X2.

Плодотворним виявилося сполучення нормальної зв’язки і узагальненого
лямбда розподілу, що описує маргінальні складові [9] (дивись також [3]). Та-
кий розподіл виявився досить гнучким. Наразі розглянемо нормальну зв'язку
у поєднанні з маргінальними одновимірними розподілами Якобі, які також є
досить універсальними і виявили значну гнучкість. Густину такого спільного
двовимірного розподілу у відповідності до (10) може бути записано у насту-
пному вигляді:
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ai ≤ xi ≤ bi(i=1,2),
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де ja1(x1), ja2(x2) – функції густини одновимірного розподілу Якобі (3);
JA1(x1), JA2(x2) – функції розподілу Якобі ВВ X1 і X2 (4).

Значення параметра  при побудові нормальної зв’язки необхідно підіб-
рати таким чином, щоб забезпечити потрібне значення коефіцієнта лінійної
кореляції між ВВ X1 і X2. Для визначення  використовується метод моментів,
у відповідності до якого необхідно розв’язати наступне рівняння

2121 11)( XXXX mm   , (12)

де
1Xm ,

2Xm ,
1X ,

2X – математичні сподівання та середні квадратичні
відхилення ВВ X1 і X2 відповідно, 11 – коефіцієнт лінійної кореляції між ни-
ми; () – другий змішаний початковий момент розподілу (11), що визнача-
ється як
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Рівняння (12) може бути розв’язано лише чисельними методами.
Для прикладу на рис. 5 показано розподіл (11) для наступних вихідних

даних: m1 = m2 = 0, 1 = 2 = 1,
11 = 0.2;

21 = 1.15;
12 =-0.5;

22 =1.3;
11= 0.65. У цьому випадку (див. рис. 5, б)) одна із ВВ має значний від’ємний
ексцес і незначну асиметрію, інша – значні зкошеність і гостровершинність.
Значення параметра  визначалося шляхом вирішення рівняння (12) з вико-
ристанням пакета математичних обчислень MathCAD. В результаті отримано
значення  = 0.72129.
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Рис. 5 – Густина розподілу нормальної зв'язки на основі одновимірних розподілів

Якобі: а – поверхня розподілу; б – маргінальні розподіли
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Вираз для лінії регресії m2(x1) розподілу (11) має вигляд
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де )()(
2 JA – функція зворотна маргінальної функції розподілу ВВ X2 (кван-

тіль розподілу Якобі). Аналогічно маємо для другої лінії регресії
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У загальному випадку лінії регресії будуть відрізнятися від прямих за ра-
хунок відмінних від нормального випадку коефіцієнтів зкошеності і гостро-
вершинності маргінальних складових.

На користь використання розподілу (11) свідчить наступний факт. На
протязі багатьох років автори проводили дослідження багатовимірних су-
купностей параметрів механічних систем ракет-носіїв і бойових ракет. Дос-
лідження було зосереджено на вивченні одновимірних і двовимірних стати-
стичних сукупностей із вибірок, що розглядалися [6]. Було визначено, що
для одновершинних одновимірних розподілів лише третина параметрів від-
повідає нормальному випадку. Нелінійну стохастичну залежність у розгля-
нутих парах ВВ слід очікувати у середньому не більше ніж у 30 % випадків.
В інших випадках параметри систем механічного типу виявляються пов'я-
заними лінійною (або близькою до неї) стохастичною залежністю. Таким
чином, розподіл (12) може бути з успіхом використано в більшості практи-
чних випадків.

В якості прикладу використання нормальної зв’язки на основі одновимі-
рних розподілів Якобі розглянемо підгонку двовимірної статистичної сукуп-
ності: співвідношення компонентів ракетного палива (X1) та питомої тяги рі-
динного ракетного двигуна (X2), яку наведено нижче.

Вибірка містить n = 148 спостережень.
Проведемо обробку одновимірних статистичних сукупностей. Вибіркові

числові характеристики одновимірних сукупностей наведено у таблиці 1.
Груповані дані для ВВ наведено в таблицях 2 і 3.
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X1 X2 X1 X2 X1 X2 X1 X2

2.47 333
2.51 334
2.6 332.7
2.59 333.2
2.62 331.6
2.57 331
2.56 331.6
2.63 325.4
2.57 328.3
2.49 329.6
2.63 331.2
2.57 326.2
2.57 331.9
2.58 328
2.48 333.8
2.61 327.2
2.49 330.6
2.54 326.1
2.49 331.4
2.52 331.2
2.53 331.5
2.54 330.5
2.53 329.6
2.54 333.8
2.53 331.5
2.55 331.1
2.56 331.3
2.52 329.1
2.53 330.1
2.55 327.8
2.54 330.5
2.59 326.8
2.53 331.7
2.53 328.5
2.56 328.7
2.58 331.3
2.5 334.7

2.55 329.6
2.56 331
2.55 329.4
2.59 330.3
2.52 331.9
2.52 331
2.54 330
2.57 326.5
2.53 330.6
2.51 329.8
2.57 330.8
2.46 332.5
2.56 330.8
2.54 331.4
2.51 331.3
2.53 332.4
2.57 326.7
2.49 329.2
2.58 330.3
2.54 332.4
2.56 331.3
2.55 330.8
2.56 328.6
2.56 332.2
2.64 328.8
2.6 331.3
2.61 330.9
2.54 330.5
2.5 331.9
2.56 330.2
2.6 330.7
2.56 331.2
2.61 331
2.54 331.7
2.49 331
2.54 332.3
2.57 330.2

2.65 328.5
2.57 329.2
2.51 332.7
2.5 333.2
2.55 332.4
2.5 332.8
2.55 331.7
2.53 333.1
2.54 333.2
2.62 332.3
2.55 331.6
2.55 334.2
2.62 331.6
2.52 334.3
2.49 331.5
2.6 331.7
2.51 333
2.51 332.9
2.6 329.1
2.5 331.7
2.59 327.9
2.5 329.8
2.56 330.1
2.54 332.5
2.56 331
2.55 331.9
2.55 332.4
2.52 334
2.54 330
2.62 328
2.64 326.1
2.6 331.2
2.58 329.5
2.57 331.1
2.57 331
2.6 332.5
2.6 334.2

2.6 326.5
2.55 333.1
2.56 330
2.59 331.7
2.57 329
2.52 328.3
2.56 332.5
2.53 332.8
2.55 332.2
2.53 332.5
2.53 331.2
2.51 333.2
2.52 331
2.51 332.1
2.52 331.6
2.55 331.8
2.5 330.6
2.45 333.7
2.58 330.7
2.56 332.8
2.5 330.4
2.56 333.4
2.55 330.3
2.5 332.3
2.51 330.2
2.55 332.4
2.54 332.2
2.52 330.2
2.54 332
2.5 332.7
2.59 328.6
2.51 332.9
2.53 334.5
2.56 335
2.56 330.2
2.47 330.4
2.54 332.8

Отримані значення оцінок коефіцієнтів зкошеності і гостровершинності
для кожної із ВВ є значущими і належать області застосування розподілу
Якобі (рис. 1). Підгонка одновимірними розподілами Якобі виконувалася для
групованих даних (таблиці 2 і 3) у відповідності до алгоритму, наведеному в
роботі [1]. Граничні точки відрізків варіювання ВВ (для X1 – [2.43, 2.67], для
X2 – [324.0, 336.2]) було визначено, виходячи із відсутності у кривих Якобі
«від’ємних» хвостів та полімодальності та мінімуму критерію якості підгон-
ки. Вирази для одновимірних функцій густини розподілу Якобі у формі (3)
для ВВ, що розглядаються, мають вигляд
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Отримані криві розподілу Якобі мають одну моду і не виходять у
від’ємну область, їх показано на рисунку 6. Вирівнювальні частоти, отримані
з використанням одновимірних розподілів Якобі, наведено в таблицях 2 і 3 у
дужках. Порівнюючи їх із частотами, що спостерігаються, видно, що одно-
вимірні розподіли Якобі досить непогано описують статистичні дані по кож-
ній випадковій величині.

Таблиця 1 – Вибіркові числові характеристики ВВ X1 та X2

Оцінка числової характеристики X1 X2

Математичне сподівання (середнє), X 2,55 331,0
Середнє квадратичне відхилення, s 0,0392 1,94
Коефіцієнт асиметрії (зкошеності), b1 0,1928 -0,6372
Коефіцієнт ексцесу (гостровершинності), b2 -0,1320 0,3553
Мода, X 2,542 331,763

Таблиця 2 – Груповані дані для випадкової величини X1

X1 2.453 2.478 2.504 2.529 2.555 2.581 2.606 2.632 2.657 

n1
2

(2.3)
9

(9.0)
20

(22.2)
39

(34.6)
34

(36.1)
23

(22.0)
12

(12.6)
8

(7.6)
1

(1.5)
148

(147.9)

2.45 2.5 2.55 2.6 2.65
0

0.1

0.2

0.3

0

ja z   a b( )

b cc x 0a cc x 0 z cc x 0

ja1(x1)

x1

ja2(x2)

x2
Рис. 6 – Маргінальні функції розподілу Якобі

324 326 328 330 332 334 336
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0.2

0.3
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ja z   a b( )
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Таблиця 3 – Груповані дані для випадкової величини X2

X2 325.74 326.82 327.90 328.98 330.06 331.14 332.22 333.30 334.38 335.46 

n2
4

(3.3)
5

(4.5)
6

(6.2)
13

(14.0)
23

(26.1)
39

(33.9)
32

(31.2)
18

(19.8)
7

(7.4)
1

(0.9)
148

(147.3)

Розраховуємо приведені змішані моменти. Коефіцієнт лінійної кореляції
між ВВ дорівнює r11 = -0.374. Значущість вибіркового коефіцієнта лінійної
кореляції, враховуючи об’єм вибірки, перевіряємо з урахуванням асимптоти-
чної нормальності цієї оцінки. Оцінку r11 слід вважати значущою, якщо

11
2

111 rtr 


 , (13)

де
2

1 


t – квантиль нормального розподілу порядка
2

1 
 ( – рівень значу-

щості);    5.122
11

2 111
11

nO
nr   . Отже в нашому випадку для прийнятого

рівня значущості  = 0.05 маємо критичну межу 0.139. Таким чином оцінка
r11 є значущою.

Отримані для вибірки приведені змішані моменти третього та четвертого
порядків:

r21 = -0,164; r12 = 0,340;
r31 = -1,142; r13 = -1,417.

Наявність нелінійної стохастичної залежності між ВВ визначалася з ви-
користанням міри, запропонованої в [7],

111212 11
  , 111122 22

  ,
  112313 3

11
  ,   112133 3

22
  .

Якщо хоча в одна з цих величин відрізняється від нуля, між ВВ існує не-
лінійна стохастична залежність. Для вибірки, що розглядається, відповідно
маємо оцінки


12l -0.092; 

22l 0.102;


13l -0.069; 
23l -0.162.

Значущість отриманих оцінок
12l ,

22l ,
13l ,

23l визначимо з використан-
ням критерію, аналогічному до (13)

)( )(
2

1)( 


  lDtl  , (14)

де дисперсії оцінок    5.12
112 112)( n

n
lD   ;    5.12

113 116)( n
n

lD   .

Критичні точки згідно (14) для
12l і

22l - 0.211; для
13l і

23l - 0.366 від-
повідно. Таким чином, отримані значення

12l ,
22l ,

13l ,
23l є незначущими і

можна вважати, що ВВ X1 і X2 пов’язані лише лінійною стохастичною залеж-
ністю.

Параметр зв’язку для нормальної зв’язки, визначений шляхом
розв’язання рівняння (12) з використанням пакета математичних обчислень
MathCAD, дорівнює  = -0.3163.
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На рисунках 7 і 8 показано поверхню розподілу, а також лінії рівня роз-
поділу з нанесеними на них лініями регресії.

Результати підгонки двовимірної сукупності (вирівнювальні частоти) з
використанням побудованого розподілу (11) представлено в таблиці 4.

M'
Рис. 7 – Поверхня розподілу нормальної зв’язки (11)

Рис. 8 – Лінії рівня розподілу (11) і лінії регресії

Порівнюючи для кожної комірки таблиці 4 вирівнювальні частоти, отри-
мані з використанням зв’язки (11), зі спостережувальними частотами, бачимо
достатньо непогане співпадіння між ними.

Таким чином, нормальна зв’язка на основі одновимірних розподілів
Якобі є більш універсальною та може бути рекомендована для проведення
практичних розрахунків. Зауважимо також, що отриманий розподіл (11)
може бути з успіхом використано і у випадку нелінійної стохастичної зале-
жності між ВВ.

x1

x2

f1,2(x1,x2)

335

330

325

2.5 2.6

m2(x1)

m1(x2)

x1

x2
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Таблиця 4 – Вирівнювальні частоти
X2

X1
325.74 326.82 327.90 328.98 330.06 331.14 332.22 333.3 334.38 335.46 

2.453 (0.1) (0.2)
–

(0.4)
1

(0.6)
1

(0.6)
–

(0.4) (0.1)
2

(2.4)

2.478 (0.1) (0.1)
1

(0.4)
2

(1.0)
4

(1.9)
–

(2.4)
2

(2.1)
–

(1.1) (0.2)
9

(9.3)

2.504 (0.2) (0.3) (0.5)
–

(1.3)
4

(3.1)
2

(5.0)
6

(5.6)
6

(4.2)
2

(1.8) (0.2)
20

(22.2)

2.529 1
(0.4)

–
(0.7)

1
(1.1)

2
(2.8)

8
(5.7)

9
(8.2)

10
(8.1)

5
(5.3)

3
(1.9) (0.2)

39
(34.4)

2.555 –
(0.8)

–
(1.1)

1
(1.6)

3
(3.6)

6
(6.8)

10
(8.7)

9
(7.5)

3
(4.3)

1
(1.3)

1
(0.1)

34
(35.8)

2.581 1
(0.7)

3
(0.9)

3
(1.2)

4
(2.7)

3
(4.6)

6
(5.2)

2
(4)

1
(2.0)

–
(0.6)

23
(21.9)

2.606 –
(0.5)

2
(0.7)

–
(0.9)

1
(1.7)

–
(2.7)

5
(2.8)

3
(2.0) (0.9)

1
(0.2)

12
(12.4)

2.632 2
(0.5)

–
(0.5)

1
(0.6)

1
(1.1)

–
(1.6)

3
(1.5)

1
(1.0) (0.4) (0.1)

8
(7.3)

2.657 (0.1) (0.1) (0.2)
1

(0.3) (0.3) (0.3) (0.1)
1

(1.4)

 4
(3.2)

5
(4.4)

6
(6.2)

13
(14.0)

23
(26.0)

39
(34.0)

32
(31.3)

18
(19.8)

7
(7.4)

1
(0.8)

148
(147.1)
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