
 114 

Фізика та астрономія 

Physics and astronomy 
 

 

 

UDC 533.7                                                                https://doi.org/10.15407/itm2025.03.114 

V. N. GOREV, V. V. TYTARENKO, A. N. TURINOV, T. E. VORONKO 

 

VELOCITY INTEGRAL BRACKETS FOR A ONE-COMPONENT SYSTEM WITH 

SMALL INTERACTION 
 

Dnipro University of Technology, 19 Dmytra Yavornytskoho ave., 49005 Dnipro, Ukraine,  

e-mail: lordjainor@gmail.com 

 

Стандартним та широко використовуваним в літературі підходом до опису гідродинамічного етапу 

еволюції системи є метод Чепмена–Енскога, в рамках якого функція розподілу системи обчислюється в 

теорії збурень за малими градієнтами. Кінетичні коефіцієнти системи обчислюються на основі отриманої 

функції розподілу першого порядку по градієнтах, температурна та швидкісна частини якої є розв'язками 

інтегральних рівнянь Фредгольма першого роду. В літературі вважається, що стандартним підходом до 

розв'язання відповідних інтегральних рівнянь є наближений пошук їх розв'язку за допомогою методу Га-

леркіна, що базується на штучно обірваному розвиненні за поліномами Соніна. 

Так звані інтегральні дужки необхідні для обчислення коефіцієнтів при поліномах та обчислення ін-

тегральних дужок є найбільш громіздким етапом обчислення кінетичних коефіцієнтів. У літературі вважа-

ється, що розв'язок рівняння Фредгольма першого роду швидко збігається зі збільшенням кількості полі-

номів, тому при отриманні відповідних аналітичних розв'язків дослідники часто обмежуються наближен-

нями одного або двох поліномів. Однак, для низки систем числове дослідження відповідної збіжності 

проводиться на основі відповідних числових розрахунків для наближень великої кількості поліномів. Нам 

невідомі роботи, де відповідне числове дослідження наведено для системи з малою взаємодією, що опису-

ється кінетичним рівнянням Ландау, яке містить інтеграл зіткнень Ландау. 

У нашій попередній статті ми обчислили так звані температурні інтегральні дужки для однокомпо-

нентної системи з малою взаємодією до наближення тринадцяти поліномів включно, відповідні інтеграль-

ні дужки необхідні для розрахунку теплопровідності системи. У цій статті нами обчислено так звані шви-

дкісні інтегральні дужки для однокомпонентної системи з малою взаємодією до наближення тринадцяти 

поліномів включно, відповідні інтегральні дужки необхідні для розрахунку в'язкості системи. Отримані 

результати є важливими для подальшого числового дослідження збіжності розв'язків для теплопровідності 

та в'язкості системи зі збільшенням кількості поліномів. Відповідне числове дослідження з детальним роз-

рахунком функції розподілу першого порядку малості за градієнтами може бути наведено в іншій статті. 

Ключові слова: інтегральні дужки, поліноми Соніна, інтеграл зіткнень Ландау, однокомпонентна 

система, мала взаємодія. 

The standard and widely used approach to the description of the hydrodynamic stage of the system evolu-

tion is the Chapman–Enskog method, in the framework of which the system distribution function is calculated in 

a perturbation theory in small gradients. The system kinetic coefficients are calculated on the basis of the obtained 

first-order-in-gradients distribution function, the temperature and velocity parts of which are the solutions of 

Fredholm integral equations of the first kind. In the literature it is considered that the standard approach to the 

solution of the corresponding integral equations is an approximate search for their solution with the help of the 

Galerkin method based on an artificially truncated Sonine polynomial expansion.  

The so-called integral brackets are needed in order to calculate the coefficients multiplying the polynomials, 

and the calculation of the integral brackets is the most cumbersome stage of the kinetic coefficient calculation. In 

the literature it is assumed that the solution of a Fredholm equation of the first kind converges fast with increasing 

number of polynomials, that is why the corresponding analytical solutions are often restricted to the one- or two-

polynomial approximations. However, for a number of systems the numerical investigation of the corresponding 

convergence is made on the basis of the corresponding numerical calculations for many-polynomial approxima-

tions. We do not know any works where the corresponding numerical investigation would be provided for a sys-

tem with small interaction described by the Landau kinetic equation which contains the Landau collision integral.   

In our previous paper, we calculated the so-called temperature integral brackets for a one-component system 

with small interaction up to the thirteen-polynomial approximation; the corresponding integral brackets are need-

ed in order to calculate the system thermal conductivity. In this paper, we calculate the so-called velocity integral 

brackets for a one-component system with small interaction up to the thirteen-polynomial approximation, the 

corresponding integral brackets are needed in order to calculate the system viscosity. The obtained results are 

important for a further numerical investigation of the convergence of the solutions for the system thermal conduc-

tivity and viscosity with increasing number of polynomials. The corresponding numerical investigation with a 
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detailed calculation of the first-order-in-gradients distribution function may be given in another paper. 

Keywords: integral brackets, Sonine polynomials, Landau collision integral, one-component system, small 

interaction. 

Introduction. We consider a one-component system with small interaction. 

As is known, such a system is described by the Landau-Vlasov kinetic equation 

which contains the Landau collision integral [1]. As is known, the so-called 

Vlasov term which contains the self-consistent field has no effect on the system 

kinetic coefficients (see, for example, [2]), so the system kinetic coefficients (vis-

cosity, thermal conductivity) may be calculated on the basis of the Landau kinetic 

equation without taking into account the Vlasov self-consistent term.  

The system kinetic coefficients may be obtained on the basis of the Chapman-

Enskog method (see, for example, [3]), on the basis of which the system distribu-

tion function is sought in the perturbation theory in small gradients, and the system 

kinetic coefficients may be obtained on the basis of the first-order-in-gradients dis-

tribution function, see, for example, [4]. The first-order-in-gradients distribution 

function is the solution of the Fredholm integral equation of the first kind. The 

Sonine polynomial expansion is widely used for obtaining of the approximate ana-

lytical solution of the corresponding equation, see, for example, [4]. Usually ana-

lytical calculations devoted to the Fredholm equations of the first and even of the 

second kind are restricted to one- or two-polynomial approximations, see [4 – 7]. 

Moreover, it is considered that in the case of the Fredholm equation of the first 

kind the solution converges rapidly with increasing of the number of polynomials. 

However, the numerical investigation of the corresponding convergence is of in-

terest. For example, the corresponding investigation is made for binary gas mix-

tures of rigid-sphere molecules [8] and for the solution of the chemical kinetic 

Boltzmann equation [9]. 

The most cumbersome part of the calculation of the first-order-in-gradients 

distribution function is the calculation of the so-called integral brackets. In our 

recent paper [10] we calculated the temperature integral brackets which are neces-

sary for the obtaining of the system thermal conductivity. This paper is devoted to 

the calculation of the velocity integral brackets which are necessary for the obtain-

ing of the system viscosity. The investigation is made up to the thirteen-

polynomial approximation. 

Calculation of the velocity integral brackets. The Sonine polynomials are as 

follows, see, for example, [10]: 

   
1

!

n
x x n

n n

d
S x e x e x

n dx

     . (1) 

The temperature integral brackets are as follows [4] 

   2 5 2 2 5 21 1
,

3 3
js l m lm j p l m lm s pH p p p S p p p S   

    
      

    
 (2) 

where 
lm  is the Kronecker delta and  

 
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
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      
 , (3) 
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  , 

2

2
p

p

m
  , 

   
2

, 3

nk n k
nk pp

p p p p p p
D

p p




     



, 

here T  is the system temperature, m  is the mass of one particle, С is a constant, 

see [10]. 

Let us make the substitution to dimensionless variables q  and q : 

 p mT q , p mTq  . (4) 

On the basis of (3) and (4) we obtain 

    7 2 3 3 2 2 ( ) ( )

, , ,exp 2 j s

js nk qq nlm qq klm qqH С mT d qd q q q D B B  
     (5) 

where 

       2 5 2 2 2 5 2 2

( )

,
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q q
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q
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    
. 

(6) 

By a straightforward calculation on the basis of (6) it may be shown that 

( ) ( ) 2 2

, ,

1 1
2 2

3 3

j s

nlm qq klm qq kn n k jq sq kn n k jq sqB B q q q S S q q q S S    

   
         

   
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   
              

   
 

4 42 2

3 3
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   
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3
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 
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   2 21 1
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3 3
k n n k jq sq k n n k jq sqq q qq q q q S q q qq q q q S 

   
               

   
 

   2 21 1
2 2

3 3
n k n k jq sq n k n k jq sqq q qq q q q S q q qq q q q S S 

   
             

   
 

(7) 

where 

2
5 2

2
jq j

q
S S

 
  

 
, 

 
 

5 2 2

2

2

2

j

jq

S q

q


 


, 

    , l lqq q q q q    ,  2 , l lq q q q q  ,  2 , l lq q q q q      . 

(8) 
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Then the following transform is made: 

x q q  , y q q  ,  sin cos , sin sin , cosx x x x xx x x x     , 

 sin cos , sin sin , cosy y y y yy y y y     . 
(9) 

On the basis of (9) we obtain 

2

x y
q


 , 

2

x y
q


  , 3 3 3 31

8
d qd q d xd y  ,  (10) 

and  

2 2
2 2

4

x xy y
q

 
 , 

2 2
2 2

4

x xy y
q

 
  ,  

 
2 2

,
4

x y
q q


  , ,

2
nk qq nkD

y
  , 

 2 2

, , , ,

1

4
nk qq n k nk qq n k nk qq n k nk qq n k

x
D q q D q q D q q D q q

y
   


       ,  

(11) 

see [10], where 

sin cos sin cos sin sin sin sin cos cosx x y y x x y y x y             . (12) 

On the basis of (11), (7) and (8) by a straightforward calculation one can conclude 

that  

 
2 2 2 2 2

( ) ( )

, , ,

2
, ,

6

j s

nk qq nlm qq klm qq jq sq

x xy y x x
D B B f x y S S

y y
  

    
     
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2 2 2 2 22

6
jq sq

x xy y x x
S S

y y
 

     
   
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 
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S S S S

y y
 

   
    
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2 2 2 2 2 2 22 2

6 4 4
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x x x xy y x xy y

y
 

         
               

 

 
 

22 2 2 2 2 22 2 2 2 2 41

4 4 3 16
jq sq jq sq

x y x yx x x y

y
 

                 
 
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2 2 2 2 22

3 4
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x x x xy y
S S

y

    
      

 
2 2 2 2 22

3 4
jq sq sq jq

x x x xy y
S S

y
   

    
      

 
2 2 2 2 2 2 21 2

2 4 3 4
jq sq jq sq

x x x y x xy y
S S

y
 

     
      

 
 

(13) 
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 
2 2 2 2 2 2 21 2

2 4 3 4
jq sq jq sq

x x x y x xy y
S S

y
 

     
     
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where 

  

2 2 2
5 2 5 2 2

2 8
jq j j

q x xy y
S S S

    
    

   
, 

 
2 2

5 2

2

8

j

jq

x xy y
z

S z

z  



 


, 

2 2 2
5 2 5 2 2

2 8
jq j j

q x xy y
S S S

     
    

   
, 

 
2 2

5 2

2

8

j

jq

x xy y
z

S z

z


 



 


. 

(14) 

On the basis of (5), (10), (13) it is seen that the integral brackets under considera-

tion are as follows: 

 
  

2 27 2

3 3 4 , , , , ,
8

x y

js x y x y

С mT
H d xd ye f x y    




    

 
  

7 2 2 2

0 0 0 0 0 0

, , , , ,
8

x y x y x y x y

С mT
dx dy d d d d g x y

   

       
 

        , 

(15) 

where 

     
2 2

2 2 4, , , , , sin sin , , , , ,
x y

x y x y x y x y x yg x y x y e f x y         




   , (16) 

the explicit expression for  , , ,x y x y     is given in (12). It can be shown that 

the expression  2 2 , ,x y f x y   is a sum of some terms which have the form 

b c dax y   where a  is a constant, b  іs an even integer not less than 2, c  іs an odd 

integer not less than 3 and d  іs an even integer not less than 0. In [10] it is shown 

that for integer non-negative n  

 
2 2

2

0 0 0 0

sin sin , , ,n

x y x y x y x y x yd d d d

   

               

12
2 2

0

16
16

2 1

nd
n


   

   

(17) 

where in the latter integral   is considered as a one-dimensional variable. So, the 

integral brackets may be rewritten as follows 

   
2 21

7 22 2 2 4

0 0 0

2 , ,
x y

jsH С mT dx dy d x y e f x y
  



      (18) 

where   is considered as a one-dimensional variable. The further calculation of 

(18) in general case is too cumbersome, and it is provided in the Wolfram Mathe-

matica package. The explicit analytical results for jsH  are given in Appendix A.  
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Conclusions. The exact analytical results for the velocity integral brackets are 

calculated up to the thirteen-polynomial approximation. The result for 
00H  coin-

cides with [4], the other results are new ones. The obtained integral brackets are 

important for further numerical investigation of the convergence of the results for 

the viscosity of the one-component system with weak interaction with increasing 

of the number of polynomials.  
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Appendix A. Explicit results for Hjs. Let us denote 

 
7 25 2

, 8js j sH С mT Y . (A.1) 

Due to the symmetry of integral brackets, we have 

, ,j s s jY Y . (A.2) 

The following explicit results for jsY  are obtained: 

0,0 1024Y  , 1,0 768Y  , 1,1

13120

3
Y  , 2,0 480Y  , 2,1 3912Y  , 

2,2 11889Y  , 3,0 280Y  , 3,1 2870Y  , 3,2

45129

4
Y  , 3,3

1220437

48
Y  , 

4,0

315

2
Y  , 4,1

46235

24
Y  , 4,2

573045

64
Y  , 4,3

6323017

256
Y  , 

4,4

575512075

12288
Y  , 5,0

693

8
Y  , 5,1

39249

32
Y  , 5,2

1667295

256
Y  , 

5,3

20967525

1024
Y  , 5,4

753446175

16384
Y  , 5,5

5109697839

65536
Y  , 6,0

3003

64
Y  , 

(A.3) 
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6,1

192885

256
Y  , 6,2
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Y  , 6,3

384608735
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Y  , 6,4

5136713305
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12,1

1840854197

67108864
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127684551050232319

3298534883328
Y  , 12,7
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